
Fourier変換の今
# spm31st
で実況してね

Twitter: @akari0koutya



⑪ 古典ーリエ変換
。

フーリエ解柳 は 、

Jean Baptiste Joseph Fourier ( 1768 ～ 1830 )

が 熱伝導方程式
.

北 時刻 ,
水 : 位置 、

畿 = K/ µ (x, 0) = Fox ) 1 K : 熱拡散率 '
を解く際に 、 アーリエ級数を導入 したのが始まり 、

f : 井上 の 連続関数

Fourier 係数 Fourier 級数
ine

Ff ( u ) =
2世階 fleseFintdt .ft

臨

Ffeme

( * _ f が℃ 級 の場合 )



⑪ R 上 のフーリエ変換。

C( R , 4 ):= ( 上 の ①値連続関数全体)

Suppf = Cl /xER 1 fx ≠ o ち
. fECon+CR“; 4 ))

(CG R , 6 ) : = { fECCR ) ISuppf はコンパク 1 を
mm

.

L 有界閉
L' (R)であれば O- K

Det
δ

CCR . 4
)an
f

の Fourier変換とは、 § EHem ( R
"

,
6 ) 上の

- ix 号
Ff(号) :=荒 Spr foase ds

. .

で定められる変換 のこと 、



11N R 上 のフーリエ変換
。

π 上 の Fourier 級数 の話 から 、

区間 EL] 上 の fECR. C )
、 のFourien級数展開は 、

fx) = せ ( S - ifi )e - idz)Mem e-inz

( v-o 0 で“
。ぎSifime

~ is‰)～
.Sefime -^そzdy →ππFf() )

「 マン和

ュ 冠 { Ff (s) eisxds .

d feCCRI なので
R 正当化可能。

心逆変換を 得られた。
必 L だと 収束するとは 限らない 。



116R 上 のフーリエ変換。

ここで 、Co " (R ^ ) が㎡ ( R
“

) の 中 で 稠密なので、

Fourier 変換 ε : C。 '(R" ) → L (
R

) を

. L ( R
^

) → E ( R↑ に 延長 できる
。

そして 、 この 父 は 同型 である
。

λ
ユュタ Y 作用素、

Thm . (Plancherel n 定理 ) 。

Fourien 変換
丸 : ECR)∞ LE ( R^)

はヒルベレート空間 の 間 のユニタリ 作用素
、



11R上 のフーリエ変換、

f
. g . 《 R) での 内積<.> を

次で定める。

<f ,9 ) :
=
SRf) dx

このとき
,
Fourier 変換 。 逆変換 。 ” により

<Mf . 87 = [f , qg>

という 作用素 の 随伴がある。



111 表現論

Q
.群 の表現
～

んをなぜ考えるのか
、

A
.
許群の表 … 群 がペクト「V室問 にどう 影響 するのか

表現 とは 、対称性 が 集合や 図形 の上で

どう見えるかということを考えている ! !

メリット
群 そのものを調べる 道具 は少 ない… …

っ tベクトル空間 と関係させることで
、

強力 な 不変量 を 利用 できるようになる ! !

e( g .行列式 、 固有値 トレース、 直和分解…
…
) )



11) 表現論

どのように 群 の言葉 をベクトル室間 に翻訳するのか ?
Def

.

G : 群 、 い : ① - ベクトV空間 、

群準同型 π : G → GLQ (W) を GoV上 の表現 という

必 GLa (* ) . ≤ Autot

E ④上 のベクトル空間 、

dim π : = dimaでを表の 次元



111 表現論

有限次元では 、 ≡ kW が 成立。

み K が 宝備 ノルム 空間 (eg. R ,Q ,) なら、
t 2 uniquer . 位相が 定 まる、

これによって 「 有限次民では雑に議論してよかった

無限次元表現では
、
σ の 位相 を考慮する必要 がある 。



11 表現論

例えば ……

t ュ C ( EO .I] , R) で ,

( W . ll - illy:
=sua ,l-

I . D., ( IW ,UHla := So
.

- l dc ?

{ 1
- nx ( OSxE iE )

.

fulxl =
0 (I ≤x ≤ 1 ) .

は連続

。 Ilfubx )lln = 1 .fupo( ∞)
.l 。 IUfaceilla =

0 t .tu-2 o (nap )
.

～ ←位相 が 一致 しない



Def
.

(π , t ) : 氏 の 表現 。

( 2 GG .

☆ : V の 部分 ベクトル空間
、

π ()W: = 佐 ()W: =π (()( w) / ma*}
.

は ㎡ の 部分 ベクトル空間
ここで

、

ESDW E W CHgEGI
が成 り立っとき 、 ☆ を G一不変な部が空間 、

あるいは

不変部分室間 といえ



111 表現論

Def.

(π( V ) : Gの表。

{ o } と V 以外に G-愛部分室間 が存在しないとき 、

(π ,t ) を 既約表現 という 。

既約 でない表現を可約という

Example . 1次元表現が不変でない。
π : Sz = L ( 123)

,
( 12 )>→ GL6 ( 2 ) 《

北 既約表現

π (123) = ( e感 品),π u22= ( ? 0 ).
π(2 )1 問↑

↑ ]↑
楽替え

これは 既約表。
⑨ >

x



111 表現論

-
.Fxample

π : R → GL2(6) , t ↳ (6 ; ).
で表を定めると、 6 β ) 。 は一 変部分空間

実際 。 PGR に 対 い
π(r) - ε ( ㎡ ) ε ¢ (2 )

4 ( 0≤ π (n-') - G ( f) .
: , 6( f ) =πc) . ε (f ) (

"
raR ) で O .K -

t 少なくても G -不変部分空間が 3種類、
:
: 氏 は事約



111 表現論

Def.

レーがリ空間として 完備
。

1 ie _ コーシー 列 が収来) のとき 、

V を Hilberf 空間 という 。

Def .

(. ll- 11): Hilber州空間
任意の gECG に 対しい

11π(s) - ill = 1lill ( tr ε V) .

が成り立っとき 、 π を 氏 のユニタリ表現 という、



111 表現論

Schur の 補題

W .
㎡' : ④ 上 のHilbert空間 、dimC ∞

(π (),
(
π;w ') : G 上 の 既約表現

A . V→ V
は 連続線形で、

Aπ(g) = π
(
q)A( µ g ε G ) .

このとき 、

0 ( 尼 ≠ 尼 )

Homa
(
Wit ') = [ ①P (π≈ π' )

cor

可換群 の ①上の 有限次元既約表現は 1 次元、



111 表現論

Fourier 級数論 を群 の 表震論 から解釈 する
。

.

.

UE 正 を fix :

Fint
群準同型Xu .π → 6 X ,t mod 2ot > e

ど 、 ①× S GL ,C) により ,

Xn : # → GLilG )

は 井上 の 1 次ユニタリ表現。

逆に 女 サ → ④
*
を π 上の 1次民表。とすると、

X は 上 の 加 と 同値であることがわかる
。



アーペル群 の 有限次元既約表現 は 1次元 。

台 Schurの 補題の Con)
Thm .

π上の 有限次元既約表現は、 ある NG ② に対する

ユニタり表現加 と 同値 。

Thm .

{ eFine I n ε □} は E (π ) の 正規直交系基底

Foarier の 哲学
関数 を 自然 な 対称性 を表す 成分 で 分解 する 。



Def
.

G ← コンパクト位相群 。

G の 既約ユニタリ表現の同値類全体を G で 表し、

ユニタリ 双科 という
。 必群とは 限らない

…

< G の 有限次元既約表現の同値類金体 を G 手 で表す

Def
.

{
a
[ (8]π(g-) dµ ls) ?

f ← L '(G
) 。( π
V ) ← 印 に対し 、「

Ff (π ) =Saf
(

2)π( g- )
d

µ (a 6.ε Endv .

を Fourier係数 という 。



Thm . ( Peter - Weyl の 定理)
。

G : コンK 群 。

U
. { ua-vizl l siiks dama }

π G Gf

は ㎡ CG) の 正規直交基庭 を与える 、 特に G × G の 表現として
、

E(G) ≡ δ π④ 兄*,

また 、有限個の待列要素 の線形結合はCCG )に一様ノルムで稠密

更に 、
次の 自然 な 全単射 がある

G ≡ Gf



1111 代数幾何 入門

位相空間上 の 層 。 ∞ ∞

( 大体 、 ) 各開集合 に対 して付随する 関数空問
のデータを 貼 り 合わせられるもの

。

環付 き室間 (X
.Q 乂 ) β 。

位相空間 X とその上 の環 の 層 Q の 組のこーと、

イメージ
各Q (π) は 乙上で定義された

～:1揺
「

x 関数全体で環をなすもの

X



⑮ Fourier - Mukar 変換。

古典 Fourien 変換 : 関数 を 関数へ 送る。

☆ 幾何化

Fourien -Mukai変 : 層 ( の 複体 ) を層 ( n複体) に送る

Fourier 変換 のイメージ

積分機による 分解

関数空間
。

s Spectrum .

双対積分核による合成



Det ←

代数多様体とは 、体上offinifetypeschemer のこと
代数群とは 、代数多様体であって、 その上で正則写像によって

群構造 が 入っているもの。

。 アーベル多様体とは、 体上 の 連続 かつ 完備 ( or 射影的 ) な代数群
eag .

Λ

Speck [X]は 代数多様体。

aSpeckEX, x -] は 代数群。

楕円曲線はアーベル多様体。

。 種数( ) の smooth Proz . curve)
。



PicA の 部分群
、

A . アーベル多様体 σ

A . = { L EPic( A ) 閉点 taGA ,
t@ L aL}

.

.

Ita : A A , bs atb ,
* は A の演算 )

Thm . ( Mukair 198 , ) .

AxA 上 の Poincare 束中 に対し、次 の三角同値 がある
。

車
A
: DPaoh(A)

～

, D
'
Coh (A)

~

E 1 > RPA* 階 @ゆ )

¤ PA : AX A ⇒ A ,1 Po : Ax A → A -n 自然な射影)
、



⑮ Fourier - Mukai 変換

Grothendieck duality .
X , s " smooth

,
of finite type , k

- scheme
.

f : X → Y : proper . '

b

EG D(CoL(X )
, FE D( Oh(Y

)

このとき、 次 の 随伴 がある 。

Hom × ( Lf
* E . , F ) さHomy ( E ,RfyF ) ≈Homy ( Ff ! E )

↑

( pullback bushout の随伴 から明ら )か 非自明 。

Lf* fRfx lf :



⑲⑮ Fourier - Mukar 変換。

この Grothendieck duality を用 いると ,

Hom p ( IAEo F
) 1HomA × A(E @ ア , PA

'
F )

さ HoMAyA ( PE , RVDPa ! F )

≈ HomALE ,RP ×(P '田PAFωA) )]
さ HomA ( E , (- 1 A)

* 車A ( F ) Eq7 )

: ∴IA t( -
1 A
)
↑ fm[] .

核 の 双対化 が 反転 、

必 Grothendieckduality がズレを生成

ー



111 Analogy .

表現論側 代数幾何側

コーパクト群 G アーベル多様体 A

ユニタリ 双科 G 双対多様体
機 π (g

-

)
. Poincare 束 ゅ

積分 Ia 導来 Push out RPA *

Fourier 慶換 {af(8) π( g
-
) dµ (a, FM 変換 RPA^ * ( き

@す )

逆変換 節dπtr ( f (π)π(g)) .

逆変換 ( - 1A)↑±AF E].



⑪ 幾何学的テングランズ

主束 のmoduls stack ind- cohevereshenf の

Conょ
“ σ

D-mod ( Buna(X) ) ≈ Indahurp ( LocSys a (×) ) .

保型側。

← スクb 16側
。

\
等来miduli stack .

stack 上 n .
D- med の 国 簡約群 G Lauglands 双対群 G
e

~ t非可換 Fourier - Mukai 変換 と呼 べる !!
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